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MATHEMATIQUES
Devoir n°8
Correction

Exercice 1 Voir TD Intégration.
Probleme 1

Partie 1 Formes linéaires sur M, (K)

1. a) L’application f4 est bien & valeurs dans K (car tr Pest).
Soient (My, Ms) € E? et (A1,\2) €K% On a:
fA()\lMl + )\QMQ) = tI“(A()\lMl + )\QMQ)) = tr()\lAMl =+ )\QAMQ)

= Atr(AM;) 4+ Aatr(AM,) par linéarité de la trace
= M fa(My) + Xafa(Ms)

Par conséquent, I’application f4 est une forme linéaire de F.

b) On rappelle que, pour tout (4,7, k,£) € [1,n]* on a E; jEx e = 6; 1 Ej 0.
Soit (4,7) € [1,n]*. On peut écrire A = > > ap ¢Fy ¢ puis

k=1/¢=1
n n n n n a1,
ABijj =3 Y aneBiuEij =) ) anedeiBry =Y ariEri=| (0) © (0
k=1 ¢=1 k=le=1 7 k=1 i

La seule colonne non nulle de cette matrice étant la colonne j. 11 vient

fA(Ei,j) = tl”(AEi’j) = Z ak,itr(Ek,j) = aj,itr(Ej’j) =0j;-
——

k=1 =0 si k#£j

¢) On suppose que f4 est Papplication nulle, ie pour toute matrice M € E, f4a(M) = 0. En
particulier, pour tout (i,5) € [1,n]?, on a

aij = fa(Ej:) = 0.
La matrice A a tous ses coeflicients qui sont nuls : A est la matrice nulle.
2. a) Soient (A7, As) € E? et (A1, A2) € K2 Pour toute matrice M € E, on a

f>\1A1+)\2A2 (M) = tr(()\lAl + /\QAQ)M) = tr()\lAlM + )\QAQM)
= )\1tI'<AlM) + )\21}T(A2M> == >\1fA1 (M) + )‘QfAz (M)

donc
FMAL 4+ XA2) = fa ai4304, = Aifa, +Xafa, = Mf(Ar) + A f(A2).

L’application f est une application linéaire.
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b)

o L’application f est définie sur E & valeurs dans E* (question la).
o L’application f est injective. En effet, si A € ker f alors f(A) = Og~, ie fa est Papplication
nulle. On déduit de la question 1c que A = 0 donc ker f C {0} (l'autre inclusion est toujours
vraie).
o On a dim(E*) = dim £(F,K) = (dim E) x (dimK) = dim E.

=1
En tant qu’application linéaire injective entre deux K-ev de méme dimension finie, ’application
f est un isomorphisme.

Partie 2 Applications

1. Soit ¢ une forme linéaire de E, ie ¢ € E*, telle que

a)

b)

Y(M,N) € E?, ¢(MN) = ¢(NM).

On a vu que f: E — E* est bijective. Puisque ¢ € E* il existe une unique matrice A € E telle

que ¢ = f(A) = fa, ie
UN € B, ¢(N) = fa(N) = tr(AN).

Soit M € E. Pour tout matrice N € E, on a
fari—ma(N) =tr((AM — MA)N) = tr(AMN) —tr(M(AN)) = tr(AMN) — tr(ANM)
= fa(MN) = fa(NM) = ¢(MN) — ¢(NM) = 0.

L’application fap—ara est nulle. On déduit de la question que 1c que AM — M A est la matrice
nulle, ie AM = MA. Les matrices M et A commutent et ceci, pour toute matrice M € E.

Soit (i,j) € [1,n]®. D’apres la question précédente, on a AE;; = F; ;A. On a déja vu que
n

AE; ; = 3" agiE) ;. On montre de méme que :
k=1

Ei;A= Z Z ag o Ei jEye = z”: aj i = o <+ ligne i

aj1 Aj,n

. (0)
- (0)

14=1 (=1

L’égalité AE; ; = E; ;A donne alors :
e En identifiant les termes sur la ligne i/colonne j, il vient a; ; = a; ;.
o A I'exception du terme sur la colonne j, tous les termes de la ligne 7 de E; ;A sont nuls :
Vee[1,n], £#j, aje=0.
.\ I'exception du terme sur la ligne 7, tous les termes de la colonne j de AE; ; sont nuls :
Vkel,n], k#1i, ar; =0.

Par conséquent, tous les termes diagonaux de A sont égaux et les termes non-diagonaux sont
nuls : la matrice A est de la forme

A (0)
A= = A,.
(0) A
En reprenant le résultat de la question la, pour toute matrice N € F, on a
O(N) = fa(N) =tr(AN) = tr(AN) = Atr(N)
donc ¢ = Atr.
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2. a) Soit r € [0,n]. On note

0 0 1
1 0
Y = e M, (K)
(0) 1 0
Les colonnes de Y sont linéairement indépendantes donc rg(Y) = n et Y est inversible. Tous les
1 0 -+ -+ 0 1
O B 0
coefficients diagonaux de J,Y = 1 : sont nuls
0
(0) (0) 10

donc tr(J,Y) = 0.

b) H est un hyperplan donc c’est le noyau d’une forme linéaire non nulle de E. Ainsi, il existe
¢ € E* non nulle telle que H = ker ¢.
Puisque f: E— E* est bijective, il existe une unique matrice A € F telle que ¢ = f(A) = fa.
On peut ainsi écrire H = ker ¢ = ker f4 et

M e H=kerfse fa(M)=0<tr(AM) =0.

En notant 7 = rg(A), il existe (P, Q) € GL,(K)? tel que J, = Q7 'AP, ie A= QJ, P71
On considére la matrice Y € GL,(K) de la question précédente et on note M = PYQ™!, ie
Y = P"1MQ. La matrice M est inversible en tant que produit de matrices inversibles et vérifie

tr(AM) = tr(QJ. P~ M) = tr(Q(J, P~ *M)) = tr(J,P~'MQ) = tr(J,.Y) = 0.

Par conséquent, la matrice M est une matrice inversible qui appartient a ker(fa) = H.

Probleme 2
Partie 1 Une application linéaire

1. Soient A € C;_1[X] et B € C,_1[X]. En tant que somme et produits de polynémes, AP + B(Q est
un polynome. De plus, on a deg A < g—1 et deg B < p— 1 donc

deg(AP + BQ) < max{deg(AP),deg(BQ)} = max{p+degA,q+degB} <p+q—1.
—— —
<ptg—1 <g+p—1
On a prouvé AP + BQ € Cppq-1[X].
2. Soient (Al,Bl) € (qul[X] X (Cpfl[X], (AQ,BQ) € (qul[X} X (Cpfl[X} et ()\1,)\2) € (C2. On a
u(A1 (A1, B1) + A2(Az, B2)) = u(A A1 + Ao Aa, \i By + A2 Bo)

=AM A1 + A2A2)P + (M1 By + A2B2)Q = M (A1 P + B1Q) + A2(A2P + BeQ)
=Mu(Ar, Br) + Agu(Asz, Ba).

L’application u est linéaire.
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3. On a dimF = dimCpyy1[X] = p+ ¢ et dimFE = dimCy_1[X] + dimCp_1[X] = ¢ + p. Par
conséquent, on a dim E' = dim F'.

4. Si u est bijective alors u est surjective. Il existe (A4, B) € C;_1[X] x C,_1[X] tel que
1=wu(A,B) = AP+ BQ.
Grace au théoreme de Bézout, les polynomes P et () sont premiers entre eux.

5. On suppose P et () premiers entre eux.

a) Soit (A,B) € keru. On a 0 = u(A,B) = AP + BQ ce qui donne —AP = BQ puis P|BQ.
Sachant P A Q = 1, on déduit du lemme de Gauss que P|B. Par ailleurs, on a deg P = p et
deg B <p—1donc B=0. Ainsi AP = —-B@Q =0et P # 0 donc A = 0 par intégrité de 'anneau
C[X]. On a prouvé (A, B) = 0g.

L’inclusion {Og} C keru est immédiate donc ker u = {0g}.

b) On a u: E — F qui est injective avec dim F = dim F' = p + ¢ donc u est bijective. On déduit
des questions précédentes I’équivalence :

u est bijective & P et ) sont premiers ente eux

Partie 2 Vers le résultant de deux polynomes

1. Par définition, on a

| | | |
M(P,Q) =Matcep(u) = «(1,0) «(X,0) wu(0,1) u(0,X)

le lc le le

Oru(1,0)=P=ap+a1 X +axX?+0x X3 et u(X,0)=XP=0x1+apX +a; X%+ aX? donc

| Qg | 0
u(1,0) = S u(X,0) = @0
| o | o
¢ 0 ¢ as
| bo | 0
De méme, on a u(0,1) = @ et u(0,X) = XQ donc u(1,0) = 21 et u(0,X) = 20
e | e

Par conséquent, on obtient

ap 0 b() 0
ayp Qo b1 bo
az a; by b
0 as 0 b2

M(P,Q) =

2. Puisque P et @Q sont & coefficients complexes, on sait :

P et @ ont une racine commune < P A Q # 1
< u n’est pas bijective (voir Partie 1)
< Matep(u) n’est pas inversible
< M(P,Q) n’est pas inversible.
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3. On généralise la question 1.

| | | | | |
M(P,Q) =Matc, g(u) = [ u(1,0) w(X,0) - w(X91) u(0,1) w(0,X) - u(0,QP 1)

le e le le le lc
Pour tout entier j € [0,q — 1], la colonne j + 1 de M (P, Q) correspond aux coordonnées dans la
base canonique de u(X7,0) = X/P = apX’ + a1 X/ 4+ - + a, X7 TP,
Pour tout entier j € [¢,p 4+ ¢ — 1], la colonne j 4+ 1 de M (P, Q) correspond aux coordonnées dans
la base canonique de u(0, X7) = X7Q = bo X7 + by XIT + .- 4+ b, X719,
Par conséquent, on obtient :

ag bo
a; - b1
ap - b()
M(P, Q) = ap a1 ag by
aq bq
ap
ap by

Partie 3 Application aux nombres algébriques

1. Un rationnel x s’écrit sous la forme z = > avec n € Z et m € Z* :
n
r=—mr—n=>0
m

Le réel x est une racine de mX —n € Z[X] donc est algébrique.

2. En posant P = X2 —3 et Q = X2 —7,0na P(v/3) =0 et Q(+7) = 0. Les réels v/3 et /7 étant
irrationnels, on ne peut pas trouver P et () de degré 1.

3. On montre que /3 est une racine de P et de Q,. On a P(v/3) =0 et
Qu(V3) = Qa—V3) = Q( 0.

4. OnaP=X?-3et Q,=(X—0a)?>—-7=X?-2aX +a? — 7. Grace a Pexpression de M (P, Q)
obtenue dans la question 1 de la partie 2, on peut écrire

3
|

-3 0 a®>-7 0 1 0 1 —2a
0 -3 —2a a®-7 0 1 0 1
MPPQa) =1 1 1 24 |Z| -3 0 &*=-7 0
0 1 0 1 0 -3 20 a®-7 )L,0L0,
Lo<>Ly
10 1 —2a 10 1 —2a
01 0 1 01 0 1
Tl o0 a2-4 —6a Tl o 0o -4 %3 Sa
00 -20 a*-d fi:%iigfi 0 0 —2a a’—4 Ls<Ls+%Ly
10 1 —2a
01 0 1
1o o -4 ¢ _3
00 0 —% 45424

L4<—L4—%L3
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5. On a vu que P et @), ont une racine commune donc, en utilisant le résultat de la question 2 de la
partie 2, il vient

M (P, Q) non inversible

1 0 1 —2a
0 1 0 1 : : les opérations élémentaires préservent le rang
= 0 0 -4 % — 8a non inversible ( donc linversibilité ) ?

4
00 0 -9 +5a°—4

4
a 2 une matrice triangulai 5t i 5i
_ A = gulaire est inversible
= 4 + 5a 4=0 (ssi ses coefficients diagonaux sont non nuls

=at —20a% +16 = 0.

Par conséquent, le réel a = v/3 + /7 est un nombre algébrique en tant que racine du polynéme
X* —20X? + 16.
6. La question 1 prouve Q C Q. Par ailleurs, on peut écrire :
e 1 €Qcar1 est racine de X — 1 € Z[X],
e Q est stable par + (admis),

_ p
e SizeQ,ilexiste P=ag+a1 X +---+a,XP =Y apX"* € Z[X] tel que P(z) = 0. En notant
k=0

. p
P=ay— a1 X +asX?— -+ (=1)PXP = > ap(-1)*X* € Z[X], on a
k=0

donc —z € Q.
e Q est stable par x (admis).

L’ensemble Q est un sous-anneau. Par ailleurs, si z € Q est non nul et si P = ag+a; X+ - Fap,XP =

P
3 apX* € Z[X] vérifie P(z) = 0 alors, en factorisant par a7, il vient

k=0
1\? 1\*! 1
aO() ““() +otap1— +ap =0
X X X

Autrement dit, 1 est racine de agX? + ey X?~! + - + a1 X 4+ a, € Z[X] donc L € Q. Par
conséquent, Q est un corps contenant Q.

Probleme 3

Partie 1 Quelques exemples

1. Soit z € I. On a
a

T(f1)(z) = /Ox 1 thdt =[aln(1+t)]§ = aln(l + z).
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2. Soitxz € I. On a

1)) = [ = |+ op]

x

_ %(111(1 + )

o 141 0
3. a) Puisque deg W = —2 < 0, on sait qu’il existe des réels a, b et ¢ tels que
X a b c

XTD(X+2? X+1 Xi2 (X122

b) Grace a la méthode du cache, on détermine

x 1 et “T 2
o= ——1 =—-1 et c= =2.
(z+2)2 r4+1),__,

r=—1

En faisant tendre x vers +oo dans 1’égalité m = Ia—fl + zLj:Q + ﬁ, il vient

0O=a+b+0&b=—-a=1.

¢) Soit z €I. On a:
Y a b c

: t
T(f3)(1‘)=/0 mdt:/o P+l tr2 (t+2)

L_aln(1+x)+bln(2+x)wfr2b1n2+;

2 2 2
:1n(2+x)—1n(1+x)—x+2—ln2+1:1n(iil) —$+2—ln2+1

dt

= {aln(lth) +bln(t+2) — t-i-%

R

s U 2 _ s .
d) En utilisant In(1 4 u) = u — % Jrugo(u Jet 7 =1 u+ugo(u), il vient :

142 2
T =1 ) — —-In2+1
@ =i ({1) - 5o -2+
2 1 2 1 2 1
:1—ln2+ln(1+>—ln<1+>— (ona—>0et—>0>
x T rl+ x x

1 2+ (2 (%)2+ ! ! ()2+ ! 2124, (2

o . T 2 0x2 T 2 0332 T T Ox
1 5 1

_1_m2_x+zﬁ+wﬁm<ﬁ)

Partie 2 Propriétés algébriques élémentaires de T’

1. Soit f € E. Pour tout x > —1, la fonction ¢ — {(—3 est continue sur [min(0, z), max(0, z)] donc
x +— Tf(x) est bien définie sur | — 1,4o00[ & valeurs dans R. Gréce au théoreme fondamental de
lanalyse, la fonction T'(f) est dérivable sur I donc continue sur I. On a bien T(f) € E.

Par ailleurs, par linéarité de I'intégrale, T est une application linéaire, définie sur E et & valeurs
dans F : T est un endomorphisme de FE.
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2. Soit f € E. On a T(f)(0) = OSW g4 — 0. Grace au théoréme fondamental de I'analyse (voir

0 T+t
question précédente), T(f) est dérivable sur I et pour tout = € I, on a T(f)'(z) = {fz En

particulier, la fonction T'(f)’ est continue en tant que quotient de fonctions continues sur I.

3. Soit f € kerT. On a T(f) = 0 = fonction nulle. En dérivant, on obtient, T'(f)’ = 0 donc :

J) _ _
Ve el, 1+x70¢>‘7x61, flz)=0«< f=0g.

On obtient l'inclusion ker T' C {0}. L’autre inclusion est toujours vraie donc ker T = {0}.

4. La question 2 justifie Im(T) C {g: I — R de classe C! sur I avec g(0) = 0}.
Réciproquement, soit g : I — R de classe C! sur I avec g(0) = 0. On note f: I — (1+t)g'(t). La
fonction f est continue sur I en tant que produit de fonctions continues sur I, ie f € E, et

voer, 7)) = [ L= [" g = o0 = ote) - 50) = g(0).

Autrement dit, on a g = T(f) € Im(T"). Par double inclusion, on conclut :

Im(T) = {g: I — R de classe C* sur I avec g(0) = 0}

Partie 3 Comportement & 1'infini
1. On suppose dans cette question que ¢ = 0.

a) On sait que lim ft) = 0 donc, pour € = 1,
T—+00

JA>0, Vo= A, |f(t)—0] < 1.

La fonction f|, ,, est continue sur le segment [0, A] donc bornée sur ce segment. Ainsi, il existe
K > 0 tel que
vt e [0, 4], [f) < K.

En notant K’/ = max{1, K}, pour tout t € [0, 4+00[, on peut écrire

K<K'sitelo,A]
1< K sit€)A, ool

£ ()] <{

La fonction f se retrouve étre bornée sur [0, +00.
b) Soit € > 0. Il existe A > 0 tel que

vt A, |f(b)] <e.

Par ailleurs, on a lim Inz = 400 donc il existe B > 0 tel que
r—+00

Ve>B, lnx> A.

Soit « > max{B,1}. Pour tout t € [Inx,z],on at > Inz > A donc |f(t)| < e. En particulier, il
vient 0 < a(z) =sup{|f(t)], In(z) <t<z}<e.
On a prouvé :
Ve >0, 3B’ =max{B,1} >0, Vx> B |a(z) <e
Ceci est la définition de a(z) — 0.

r—400
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¢) Soit z > 1. On peut écrire :

O L, [T 1
rn@l=| [ S [ S

Inz

t

< /0 %dt + /lnx ‘Zlf-(i-” t (inégalités triangulaires)
\\/_/

( relation de Chasles)

<17 <F (T')

Inx T
1
M/ mdt + a(x) /hw mdt (croissance de I'intégrale).

d) Partant du résultat de la question précédente, il vient

Inz T
dt
|T( \\M/ 1+t )/lnxm:Mln(l+lnm)+a(m)(ln(1+x)—ln(1+lna:))

Onaln(l4+2) ~ Inz et par croissances comparées, on sait lim IHTU =0 donc

T—+00 u=Inz—+o0

|T(f)(x) < Mln(1+lnac) a(x)ln(l—&—x) _a(x)ln(l—l—lnx) 0.
Inz Inz ——~ In(x) Inz z—+400
\—,—/ 0
—0 1 —0
AT ; T g ; _

Le théoreme des gendarmes donne wll)riloo i =0, ie T'(f)(x) = I_goo(ln x).

2. Ona f(x) T £ donc f(z)—¢ 2T 0. La question précédente prouve T'(f —£)(z) = z_g_oo(ln x).

Par linéarité de T et en utilisant le résultat de la question 1 de la partie 1, il vient

T(f)(z)—LlIn(l+z)=T(f —€)(z)= o (lnz)

r—r+00

donc T(f)(z) =¢llnx+ o (lnz),ieT(f)(z) ~ {lnz.

T—+00 r——+00
3. On peut montrer que si 1£I-sr-loof(x) = +o0 alors ‘Lgr-‘,I-lOO T(f)(z) = 4o0. Si lll)riloof( x) = —o0, en
passant par —f, on a immédiatement lirf T(f)(z) = —c0.
r—+00

Comme les équivalents préservent les limites, le résultat de la question précédente prouve que si
lim f(z)=£#0alors lim T(f)(x)= (signe de £)oco
Tr——+00 r—+o0

Dans le cas ol lirll f(z) =0, on a vu dans la partie 1 des cas ot T'(f) admet une limite finie (cas
r——+00

de la fonction f3), il existe des cas ou T'(f) tend vers +oo (prendre f(z) = m)
Toutes les situations décrites vont dans le sens de 'affirmation proposée. Cependant, en considérant

lsize]l—1,e—1] . i .
J it 9 cosin(in(14+4))) . , la fonction f est continue sur I, tend vers 0 en +00 et vérifie
W S1 T 2 e—1
e—1 T
cos(In(In(1 +t))
T = —dt —— 2 dt = In(In(1+4¢ =1 In(In(1 .
(N = [ e | TR = Lsinn(n(0)]z s = Lesin(nin(1+2)

—cste

Dans cet exemple, T(f) est bornée mais n’admet pas de limite en 400 bien que f tende vers 0 en
+o00. L’affirmation proposée est fausse.



