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CHAPITRE XXIII : ARITHMÉTIQUE SUR K[X] ET FRACTIONS RATIONNELLES

Correction

a) Les racines du polynôme unitaire de degré n sont les racines n-ième de l’unité. On a déjà vu :

Xn − 1 =

n−1∏
k=0

(X − ωk) = (X − 1)

n−1∏
k=1

(X − ωk) avec ωk = e
2ikπ
n .

b) On a d’autre part Xn − 1 = (X − 1)(Xn−1 + · · · +X + 1). Comme C[X] est intègre, en simplifiant
par X − 1 dans les deux factorisations de Xn − 1, on obtient

1 +X + · · ·+Xn−1 =

n−1∏
k=1

(X − ωk) .

c) Pour tout k ∈ J1, n− 1K, on a

1− ωk = 1− e
2ikπ
n = e

ikπ
n

(
e−

ikπ
n − e

ikπ
n

)
= −2i sin

(
kπ

n

)
e

ikπ
n .

En spécifiant en X = 1 dans la factorisation obtenue lors de la question précédente, il vient

n =

n−1∏
k=1

[1− ωk] =

n−1∏
k=1

[
−2i sin

(
kπ

n

)
e

ikπ
n

]
= (−2i)n−1

n−1∏
k=1

[
e

ikπ
n

] n−1∏
k=1

[
sin

(
kπ

n

)]

= (−2i)n−1e
iπ
n

n−1∑
k=1

k
n−1∏
k=1

[
sin

(
kπ

n

)]
= (−2i)n−1e

iπ
n

n(n−1)
2

n−1∏
k=1

[
sin

(
kπ

n

)]

= (−2i)n−1
(
ei

π
2

)n−1
n−1∏
k=1

[
sin

(
kπ

n

)]
= (−2i2)n−1

n−1∏
k=1

[
sin

(
kπ

n

)]
.

Par conséquent, on a
n−1∏
k=1

sin
(
kπ
n

)
= n

2n−1 .

d) Soit θ ∈ R. Si θ ≡ 0[2π], on retombe sur la question précédente. On suppose par la suite θ ̸≡ 0[2π].
Pour tout k ∈ J1, n− 1K, on a

e−2iθ − ωk = e−2iθ − e
2ikπ
n = ei(

kπ
n −θ)

(
e−i( kπ

n +θ) − ei(
kπ
n +θ)

)
= −2i sin

(
kπ

n
+ θ

)
ei(

kπ
n −θ).

En spécifiant en X = e−2iθ dans la factorisation de P (X) = 1 +X + · · ·+Xn−1, il vient d’une part

P (e−2iθ) =

n−1∏
k=1

[
e−2iθ − ωk

]
=

n−1∏
k=1

[
−2i sin

(
kπ

n
+ θ

)
ei(

kπ
n −θ)

]
= (−2ie−iθ)n−1

n−1∏
k=1

[
e

ikπ
n

] n−1∏
k=1

[
sin

(
kπ

n
+ θ

)]

= (2e−iθ)n−1
n−1∏
k=1

[
sin

(
kπ

n
+ θ

)]
.
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D’autre part, puisque θ ̸≡ 0[2π], on a e−2iθ ̸= 1 et

P (e−2iθ) =

n−1∑
k=0

(e−2iθ)k =
1− (e−2iθ)n

1− e−2iθ
=

e−inθ)

e−iθ

einθ − e−inθ

eiθ − e−iθ
= e−i(n−1)θ sin(nθ)

sin(θ)
.

Par conséquent, on a
n−1∏
k=1

sin
(
kπ
n + θ

)
= 1

2n−1

sin(nθ)
sin(θ) .
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