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CHAPITRE VII : ARITHMETIQUE

Correction

Soient a et b deux entiers.

a)

On suppose a et b premiers entre eux. On commence par montrer (a +b) Aa=1et (a+b) Ab=1.
Soit d un diviseur commun positif de a et a+b. On a d|a et d|(a+b) donc d|(a+b—a), ie d|b. Puisque
aAb=1, on obtient d = 1. Par conséquent, a + b et a sont premiers entre eux. De la méme maniere,
on montre que a + b et b sont premiers entre eux.

Grace au théoréme de Bézout, il existe (u,v) € Z? et (u/,v") € Z? tels que

(a+bu+av=1 et (a+bu +b =1
On en déduit

1 =[(a+b)u+ av][(a+ b)u' + '] = (a +b)[(a + b)ur' + buv’ + avu'] + abvv’ .

€7 €Z

Grace au théoreme de Bézout, les entiers a + b et ab sont premiers entre eux.

On note d = a A b. 1l existe des entiers a’ et b’ premiers entre eux tels que a = da’ et b = db’. On a
PPCM(a,b) = PPCM(da',db’) = dPPCM(d',b') = da’t’ puisque a’ et b’ sont premiers entre eux.
On peut alors écrire

PGCD(a+ b, PPCM(a,b)) = PGCD(d(d' +V'),da't) = dPGCD(d +V,d'V)) = d

grace a la question précédente. Par conséquent, on a (a +b) A (aVb) =a Ab.



