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CHAPITRE XXIII : ARITHMÉTIQUE SUR K[X] ET FRACTIONS RATIONNELLES

Correction

Par récurrence sur n ∈ N, on montre que la famille (AkBn−k)0⩽k⩽n est libre.
⋄ Pour n = 0, la famille (1) est libre.
⋄ Soit n ∈ N fixé tel que (AkBn−k)0⩽k⩽n est libre. On montre que (AkBn+1−k)0⩽k⩽n+1 est libre. Soit
(λ0, ..., λn+1) ∈ Kn+2 tel que

λ0B
n+1 + λ1ABn + · · ·+ λnA

nB + λn+1A
n+1 = 0.

On écrit

λ0B
n+1 = −A(λ1B

n + · · ·+ λnA
n−1B + λn+1A

n. (1)

Si λ1B
n + · · · + λnA

n−1B + λn+1A
n ̸= 0 et λ0 ̸= 0 alors A divise Bn+1 ce qui est impossible puisque

A ∧B = 1 (donc A ∧Bn+1 = 1). La relation (1) montre alors λ0 = 0 et

λ1B
n + · · ·+ λnA

n−1B + λn+1A
n = 0.

Par hypothèse de récurrence, la famille (AkBn−k)0⩽k⩽n est libre donc λ1 = · · · = λn+1 = 0 et λ0 = 0.
Par conséquent, la famille (AkBn+1−k)0⩽k⩽n+1 est libre.
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