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CHAPITRE XIX : RELATIONS DE COMPARAISON

Correction

On a
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On écrit

Or, pour tout = € [0, 1] et tout entier n € N, on a 0 < 11% Par croissance et positivité de
Iintégrale, il vient

1 1 1
n 1 1
0<1—u, :/ x dzx S/ 2dy = | —— 2"t = .
0 1"‘]}” 0 n—|—1 0 n+1

Grace au théoreme des gendarmes, on obtient lim 1 — u, = 0, autrement dit lim w, = 1.
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La fonction f : ¢ — In(1 + ¢) est concave sur | — 1,400 donc sa représentative graphique est sous

sa tangente en 0 qui a pour équation y = f'(0)t + f(0) = ¢. Ainsi, pour tout ¢ € — 1,4+o00[, on a
In(1+1¢) <t.

On en déduit, pour tout = € [0, 1], la double inégalité 0 < In(1+z™) < z™. Par positivité et croissance
de l’intégrale, on obtient
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Grace au théoreme des gendarmes, on peut conclure lim fol In(1+ 2™)dz = 0.
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En utilisant le résultat de la question ¢), pour tout entier n € N*, on a
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ce qui donne u,, — 14 122 = %fol In(1+ 2™). Ainsi
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Autrement dit, on a montré u, — 1+ 122 = o (1) ce qui se réécrit sous la forme
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On pourra remarquer que nous pouvons établir un résultat plus précis que celui demandé puisque la

majoration (1) fournit estimation fol In(1+ 2z")dz = O (%) donc



