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CHAPITRE XVIII : CONVEXITE

Correction

Soit zg € I. On montre que f est continue & gauche en xy. Puisque I est un intervalle ouvert, il existe

a et b dans I tels que a < xg < b. Pour tout x €]a, zo[, par croissance de la fonction ¢ — %ﬁgmo),
on a
Flao) = f(a) _ flao) = () _ f(b)~ f(o)
To—a = To— T = b—xo

puis

zo) — f(a b) — fl=

T 2T (4 ) < flag) — i) < DT o
To— a b— xo

En faisant tendre x vers x,, grace au théoréme des gendarmes, il vient lim f(z) = f(zo), ie f est
T—x)

continue a gauche en xg.
Pour la continuité & droite, on procéde de méme en prenant = €]xg, b[ et en écrivant cette fois

f(zo) — f(a) < f(z) = f(xo) < f(b) = f(wo)

~ ~
To—a T — To b—xo

puis

f($0) _f(a)(l‘—aﬁo) < f(.’L') _f(fL'O) < f(b> _f(-rO) (IL‘

To— a b—xp ~ %0)-

On obtient lim f(x) = f(xo), ie f est continue & droite en x.
fl}")fl:o

La fonction f étant continue & droite et & gauche en x, elle est continue en tout point xq de I, donc
continue sur I.

La fonction g : [0,1] — R définie sur I'intervalle fermé [0, 1] par

fa) = {0 si z €]0,1],

38sizr=0ouxr=1

n’est pas continue en 0 ni en 1 mais est bien convexe sur [0, 1]. Sa représentation graphique permet
de se convaincre que son graphe est sous toutes ses cordes.



