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CHAPITRE XVIII : CONVEXITÉ

Correction

a) La fonction f est dérivable sur R en tant que composée de fonctions dérivables et, pour tout x ∈ R,
on a

f ′(x) =
ex

1 + ex
et f ′′(x) =

ex

(1 + ex)2
⩾ 0.

La fonction f se retrouve être convexe sur R.

b) Soit x1, ..., xn des réels strictement positifs. La fonction f étant convexe, avec (t1, ..., tn) ∈ Rn et
n∑

k=1

1
n = 1, l’inégalité de Jensen donne

f
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f(tk) ⇔ f
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f(tk) ⇔ ln

(
1 + e

1
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)
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1

n
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ln(1 + etk)

⇔ ln

1 +

(
e
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) 1
n
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n
ln
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(
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)
⇔ ln

1 +
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 ⩽ ln
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(
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)) 1
n

⇔1 +

(
n∏

k=1

etk

) 1
n

⩽

(
n∏
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(
1 + etk

)) 1
n

En particulier, en prenant tk = lnxk pour tout k ∈ J1, nK de telle sorte que etk = xk, il vient

1 +

(
n∏

k=1

xk

) 1
n

⩽

(
n∏

k=1

(1 + xk)

) 1
n

.

c) On applique l’inégalité de la question précédente avec xk = bk
ak

> 0 pour tout k ∈ J1, nK. On remarque
pour cela que

n∏
k=1

xk =

n∏
k=1

bk
ak

=
b1
a1

× · · · × bn
an

=
b1 × · · · × bn
a1 × · · · × an

=

n∏
k=1

bk
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ak

.

Il vient

1 +
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n
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n
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⇔
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ak
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n

+
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n

⩽
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) 1
n

.
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