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CHAPITRE XIX : RELATIONS DE COMPARAISON

Correction

a) Soit k ∈ N∗. La fonction t 7→ 1√
t
étant décroissante sur k ∈ [k, k+1], pour tout réel t ∈ [k, k+1], on a

1√
k + 1

⩽
1√
t
⩽

1√
k
.

Par croissance de l’intégrale, il vient

1√
k + 1

=

∫ k+1

k

1√
k + 1

dt ⩽
∫ k+1

k

1√
t
dt ⩽

∫ k+1

k

1√
k
dt =

1√
k
.

b) Soit n ⩾ 2 de telle sorte que 1 ⩽ n− 1. En sommant cette double inégalité obtenue lors de la question
précédente pour k ∈ J1, n− 1K et en utilisant la relation de Chasles, il vient

n∑
k=2

1√
k
=

n−1∑
k=1

1√
k + 1

⩽
n−1∑
k=1

∫ k+1

k

1√
t
dt =

∫ n

1

1√
t
dt ⩽

n−1∑
k=1

1√
k
.

Or, on a
∫ n

1
1√
t
dt =

[
2
√
t
]n
1
= 2

√
n− 2 donc vn − 1 ⩽ 2

√
n− 2 ⩽ vn − 1√

n
.

c) Pour tout entier n ⩾ 2, on a montré l’inégalité vn ⩾ 2
√
n + 2 + 1√

n
⩾ 2

√
n. Par comparaison des

limites, comme lim
n→+∞

√
n = +∞, il vient lim

n→+∞
vn = +∞.

En utilisant la double inégalité obtenue lors de la question b), pour tout entier n ⩾ 2, on a

1− 1√
n
+

1

2n
⩽

vn
2
√
n
⩽ 1− 1

2
√
n
.

Grâce au théorème des gendarmes, on obtient lim
n→+∞

vn
2
√
n
= 1, ie vn ∼ 2

√
n.
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