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CHAPITRE XVII : POLYNÔMES

Correction

⋄ Soit P ∈ Rn[X]. Il nous faut justifier que nP −XP ′ ∈ Rn−1[X].
Grâce aux opérations sur les polynômes, on a nP − XP ′ qui est un polynôme. Sachant deg(nP ) =
deg(P ) ⩽ n et deg(XP ′) = 1 + deg(P ′) = deg(P ) ⩽ n, on a

deg(nP −XP ′) ⩽ max{deg(nP ),deg(XP ′)} ⩽ n

ce qui est insuffisant. En notant an le coefficient devant Xn dans P (avec an éventuellement nul), Le
terme devant Xn dans nP est nan et le terme devant Xn dans XP ′ est nan (celui devant Xn−1 dans P ′).
Ainsi, les termes devant Xn s’annulent dans nP−XP ′ et deg(nP−XP ′) ⩽ n−1, ie nP−XP ′ ∈ Rn−1[X].
La fonction ϕ est bien définie.
⋄ Soient (P,Q) ∈ Rn[X]2 et (λ, µ) ∈ R2. On a

ϕ(λP + µQ) = n(λP + µQ)−X(λP + µQ)′ = n(λP + µQ)−X(λP ′ + µQ′)

= λ(nP −XP ′) + µ(nQ−XQ′) = λϕ(P ) + µϕ(Q).

L’application ϕ est linéaire.

⋄ Si P =
n∑

k=0

akX
k alors

ϕ(P ) = nP −XP ′ = n

n∑
k=0

akX
k −X

n∑
k=1

kakX
k−1 =

n∑
k=0

nakX
k −

n∑
k=0

kakX
k =

n∑
k=0

(n− k)akX
k

=

n−1∑
k=0

(n− k)akX
k.

Par conséquent, on peut écrire

P ∈ kerϕ ⇔ φ(P ) = 0 ⇔
n−1∑
k=0

(n− k)akX
k = 0 ⇔ ∀k ∈ J0, n− 1K, (n− k)ak = 0 ⇔ ∀k ∈ J0, n− 1K, ak = 0

⇔ P = anX
n.

Ainsi, on a kerϕ = Vect(Xn).
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