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CHAPITRE XV : ESPACES VECTORIELS

Correction

� On montre que G est un sous-espace vectoriel de RR muni des opérations usuelles. La fonction
nulle définie sur R est constante donc G est non vide. De plus, une combinaison linéaire de deux
fonctions constantes est une fonction constante.
Grâce à la caractérisation des sous-espaces vectoriels, G est un sous-espace vectoriel de RR.

� On montre que H est un sous-espace vectoriel de RR muni des opérations usuelles.
La fonction nulle 0RR définie sur R vérifie 0RR(0) = 0 donc H est non vide.
Soient (λ, µ) ∈ R2 et (f, g) ∈ H2. Ainsi, on a f(0) = g(0) = 0 donc

(λf + µg)(0) = λf(0) + µg(0) = λ× 0 + µ× 0 = 0 donc λf + µg ∈ H.

Grâce à la caractérisation des sous-espaces vectoriels, H est un sous-espace vectoriel de RR.

� On montre G ∩H = {0RR}. La fonction nulle est à la fois constante et nulle en zéro donc {0RR} ⊂
G ∩H. On montre désormais G ∩H ⊂ {0RR}.
Soit f ∈ G ∩H. On a f ∈ G donc f est constante. En particulier

∀x ∈ R, f(x) = f(0) = 0 car f ∈ H.

Ainsi f est la fonction nulle, ie f = 0RR ∈ {0RR}. Par conséquent, on a G ∩H ⊂ {0RR}.
Par double inclusion, on obtient G ∩H = {0RR}.

� On montre que G+H = RR. Les ensembles G et H étant des sous-espaces vectoriels de RR, on a
d’ores et déjà G+H ⊂ RR. On montre maintenant RR ⊂ G+H.
Soit f ∈ RR. On a f = f − f(0) + f(0). En posant

g :

{
R → R
x 7→ f(0)

et h :

{
R → R
x 7→ f(x)− f(0)

,

on a g ∈ G et h(0) = f(0) − f(0) = 0 donc h ∈ H. Ainsi, il existe g ∈ G et h ∈ H telles que
f = g + h. Par conséquent, f ∈ G+H puis RR ⊂ G+H.
Par double inclusion, on obtient G+H = RR.

� Les ensembles G et H sont donc deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans RR.
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