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CHAPITRE XI : STRUCTURES ALGÉBRIQUES USUELLES

Correction

a) � On montre que ϕa est un morphisme de groupes.
Soit (x1, x2) ∈ G2. On a

ϕa(x1 · x2) = ax1x2a
−1 = ax1a

−1ax2a
−1 = ϕa(x1) · ϕ(x2).

� Méthode 1 On remarque que ϕa ◦ ϕa′ = IdG = ϕa′ ◦ ϕa donc ϕa est bijective et (ϕa)−1 = ϕa−1 . En
effet, pour tout x ∈ G, on a

ϕa ◦ ϕa−1(x) = ϕa(a−1xa) = a(a−1xa)a−1 = (aa−1)x(aa−1) = x

et ϕa−1 ◦ ϕa(x) = ϕa−1(axa−1) = a−1(axa−1)a = (a−1a)x(a−1a) = x.

Méthode 2 : On a
x ∈ kerϕa ⇔ ϕa(x) = e⇔ axa−1 = e⇔ x = a−1a = e.

Comme kerϕa = {e}, ϕa est injective. Pour y ∈ G, on a ϕa(a−1ya) = y donc ϕa est surjective.
Par conséquent, ϕa est un morphisme de groupes bijectif de G dans G : c’est un automorphisme de G.

b) Grâce à la question précédente, on a bien Int(G) ⊂ SG.
� On a IdG = ϕe ∈ Int(G) donc Int(G) 6= ∅.
� Soit (ϕa, ϕb) ∈ Int(G)2 avec (a, b) ∈ G2. Pour tout x ∈ G, on a

ϕa ◦ ϕb(x) = ϕa(bxb−1) = a(bxb−1)a−1 = (ab)x(ab)−1 = ϕa·b(x)

donc ϕa ◦ ϕb = ϕa·b ∈ Int(G).
� Soit ϕa ∈ Int(G) avec a ∈ G. On a déjà vu (ϕa)−1 = ϕa−1 ∈ Int(G).
Grâce à la caractérisation des sous-groupes, Int(G) est un sous-groupe de (SG, ◦).

c) Soit (a, b) ∈ G2. On a vu dans la question précédente que ϕa ◦ ϕb = ϕa·b ce qui se réécrit

ϕ(a · b) = ϕa·b = ϕa ◦ ϕb = ϕ(a) · ϕ(b).

Autrement dit, ϕ est un morphisme de groupes. Par ailleurs, on peut écrire

a ∈ kerϕ⇔ ϕ(a) = IdG ⇔ ϕa = IdG ⇔ ∀x ∈ G, ϕa(x) = x⇔ ∀x ∈ G, axa−1 = x

⇔ ∀x ∈ G, ax = xa.

Le noyau de ϕ est le centre Z(G) de G aperçu dans l’exercice 4.
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