
Lycée Blaise Pascal MPSI 1

CHAPITRE X : CONTINUITÉ

Correction

Introduisons la fonction

g :

{
[a, b]→ R
x 7→ f(x)− x

.

La fonction g est continue sur [a, b] car f l’est.

a) Méthode 1 : On a f([a, b]) ⊂ [a, b] donc a 6 f(a) 6 b et a 6 f(b) 6 b. Par conséquent, g(a) =
f(a)− a > 0 et g(b) = f(b)− b 6 0. Grâce au théorème des valeurs intermédiaires, il existe γ ∈ [a, b]
tel que g(γ) = 0. Autrement dit,

∃γ ∈ [a, b], f(γ) = γ.

Méthode 2 : La fonction f est continue sur le segment [a, b] donc elle est bornée et elle atteint ses
bornes. En notant m = min{f(x), x ∈ [a, b]} et M = max{f(x), x ∈ [a, b]}, pour tout x ∈ [a, b], on a

m 6 f(x) 6M et f([a, b]) = [m,M ].

Puisque f([a, b]) ⊂ [a, b], on a [m,M ] ⊂ [a, b] ce qui nous autorise à considérer f(m) et f(M). Ceux-ci
vérifient

g(m) = f(m)−m > 0 et g(M) = f(M)−M 6 0.

Grâce au théorème des valeurs intermédiaires, il existe γ ∈ [a, b] tel que g(γ) = 0. Autrement dit,

∃γ ∈ [a, b], f(γ) = γ.

b) Méthode 1 : On a a ∈ [a, b] ⊂ f([a, b]). Donc il existe α ∈ [a, b] tel que a = f(α). De la même manière,
il existe β ∈ [a, b] tel que b = f(β). Alors

g(α) = f(α)− α = a− α 6 0 et g(β) = f(β)− β = b− β > 0.

Grâce au théorème des valeurs intermédiaires, il existe γ ∈ [a, b] tel que g(γ) = 0. Autrement dit,

∃γ ∈ [a, b], f(γ) = γ.

Méthode 2 : La fonction f est continue sur le segment [a, b] donc elle est bornée et elle atteint ses
bornes. En notant m = min{f(x), x ∈ [a, b]} et M = max{f(x), x ∈ [a, b]}, il existe (c, d) ∈ [a, b]2

tel que m = f(c) et M = f(d). Ainsi, pour tout x ∈ [a, b], on a

m = f(c) 6 f(x) 6 f(d) = M et f([a, b]) = [m,M ].

Puisque [a, b] ⊂ f([a, b]), on a [a, b] ⊂ [m,M ]. On peut alors écrire

g(c) = f(c)− c = m− c 6 0 et g(d) = f(d)− d = M − d > 0

puisque c ∈ [a, b] ∈ [m,M ] et d ∈ [a, b] ∈ [m,M ]. Grâce au théorème des valeurs intermédiaires, il
existe γ ∈ [a, b] tel que g(γ) = 0. Autrement dit,

∃γ ∈ [a, b], f(γ) = γ.

La fonction f admet un point fixe.
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