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CHAPITRE IX : LIMITES ET FONCTIONS

Correction

a) Remarquons que pour tout réel x non nul, on a x sin(1/x) =
sin(1/x)

1/x
. Par ailleurs,

lim
x→+∞

1

x
= 0 et lim

y→0

sin y

y
= 1.

Par composition des limites, il s’ensuit

lim
x→+∞

x sin(1/x) = lim
x→+∞

sin
(
1
x

)
1
x

= 1.

b) On écrit
sin(x lnx)

x
= lnx

sin(x lnx)

x lnx
.

On dispose des deux limites de référence

lim
x→0

x lnx = 0 et lim
y→0

sin y

y
= 1

Par composition des limites, il s’ensuit

lim
x→0+

sin(x lnx)

x lnx
= 1 puis lim

x→0+
lnx

sin(x lnx)

x lnx
= −∞.

Donc

lim
x→0+

sin(x lnx)

x
= −∞.

c) Méthode 1 : On écrit

sin(x)− sin(5x)

sin(x) + sin(5x)
=

sin(x)
x − 5

sin(5x)

5x
sin(x)

x + 5 sin(5x)
5x

.

En utilisant la limite de référence
sin y

y
−→
y→0

1, on obtient

lim
x→0

sin(x)− sin(5x)

sin(x) + sin(5x)
= lim

x→0

sin(x)
x − 5

sin(5x)

5x
sin(x)

x + 5 sin(5x)
5x

=
1− 5

1 + 5
= −2

3
.

Méthode 2 : On a

sin(5x) = Im
(
e5ix

)
= Im

(
(eix)5

)
= Im

(
(cosx + i sinx)5

)
= Im

(
5∑

k=0

(
5

k

)
(cosx)k(i sinx)5−k

)

=

(
5

4

)
cos4 x sinx−

(
5

2

)
cos2 x sin3 x +

(
5

0

)
sin5 x

= 5 cos4 x sinx− 10 cos2 x sin3 x + sin5 x.
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Ainsi,

sin(x)− sin(5x)

sin(x) + sin(5x)
=

sinx− 5 cos4 x sinx + 10 cos2 x sin3 x− sin5 x

sinx + 5 cos4 x sinx− 10 cos2 x sin3 x + sin5 x

=
1− 5 cos4 x + 10 cos2 x sin2 x− sin4 x

1 + 5 cos4 x− 10 cos2 x sin2 x + sin4 x
.

Dès lors,

lim
x→0

sin(x)− sin(5x)

sin(x) + sin(5x)
= lim

x→0

1− 5 cos4 x + 10 cos2 x sin2 x− sin4 x

1 + 5 cos4 x− 10 cos2 x sin2 x + sin4 x
=
−4

6
= −2

3
.

d) On a

tanx− sinx

x3
= tanx

1− cosx

x3
= tanx

2 sin2(x/2)

x3
=

tanx

2x

sin2(x/2)

(x/2)2
=

1

2 cosx

sinx

x

(
sin(x/2)

x/2

)2

.

On dispose de la limite de référence lim
y→0

sin y

y
= 1 donc

lim
x→0

sinx

x
= 1 et lim

x→0

sin(x/2)

x/2
= 1.

Par conséquent

lim
x→0

tanx− sinx

x
= lim

x→0

1

2 cosx

sinx

x

(
sin(x/2)

(x/2)

)2

=
1

2
.
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