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CHAPITRE V : FONCTIONS D’UNE VARIABLE RÉELLE

Correction

Soit x ∈ R. On a

f(f(x)) = f
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x√
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)
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et

f(f(f(x))) = f

(
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On conjecture alors, que pour tout entier n ∈ N∗, on a fn(x) =
x√

1 + ncx2
. On montre ce résultat par

récurrence sur n ∈ N∗.

� Pour n = 1, on a

f1(x) = f(x) =
x√

1 + cx2
=

x√
1 + 1× cx2

donc la propriété est vraie pour n = 1.

� Supposons que pour un certain n ∈ N∗, on ait fn(x) =
x√

1 + ncx2
. Il nous faut montrer que l’on a

fn+1(x) =
x√

1 + (n + 1)cx2
. Or, on a

fn+1(x) = f(f(· · · f(f(x)) · · · ))︸ ︷︷ ︸
n+1 fois

= f(f(· · · f(f(x)) · · · )︸ ︷︷ ︸
n fois

) = f(fn(x))

= f

(
x√

1 + ncx2

)
par hypothèse de récurrence,

=

x√
1+ncx2√

1 + c
(
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)2 =
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1 + c x2
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√
1+nx2

=
x√

1 + (n + 1)cx2
ce que l’on voulait établir.

Ceci achève la récurrence et on a ainsi établi

∀x ∈ R, ∀n ∈ N∗, fn(x) =
x√

1 + ncx2
.
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